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Наличие неоднородностей в различных средах (например, магнитных 
1 - - 2 островов в плазме , скоплении и туманностеи в межзвездном пространстве 
и т.п.), приводит к возникновению так называемых структур фрактального 
типа (к ним относятся также пористые материалы, аморфные полимеры, 
турбулентные потоки, шероховатые поверхности и др. )3• Диффузионные 
процессы в подобных средах носят название аномальных и интенсивно 
изучаются в последние годы. В связи с этим наблюдается возрастающий 
интерес к различным математическим моделям4, способным описать 
основные особенности этих процессов в статистическом смысле с 
использованием минимума информации о физических процессах, подобно 
тому, как диффузионное уравнение описывает процесс с помощью 
единственного параметра - коэффициента диффузии. 
Обобщение обычного диффузионного уравнения на случай 
аномальной диффузии осуществляется путем превращения его в уравнение 
в дробных производных, при этом рассматривается асимптотическое ( 1 4 ао) 
поведение скачкообразного ступенчатого 11rюцесса с изотропным 
распреде.1ением вектора мrnовенного перескока (в зарубежной литературе 
этот процесс обозначается аббревиатурой CТRW - Continuous Time Random 
Walk 5 ). Общим для всех режимов, описываемых таким уравнением, 
является нефизическое поведение в области малых времен, отмечавшееся в 
свое время еще Эйнштейном: частица, находившаяся в начале координат в 
начапьный момент времени 1 = о, в сколь угодно близкий к нему момент 
1 >о может быть обнаружена сколь угодно далеко от начала координат. 
Бо.1ее "физической" и более богатой по содержанию является модель, 
в которой СТRW-процесс заменен процессом случайного блуждания 
частицы с конечной (и постоянной) скоростью v. Эта кинетическая модель 
свободна от указанного выше дефекта: в любой момент времени 1 частица 
не может быть обнаружена за пределами N - мерного шара радиуса vt . При 
надлежащем (показательном) выборе распределений случайных величин 
свободных пробегов частицы с., и времен ее пребывания в ловушках т она 
включает в себя односкоростную модель переноса нейтронов с учетом 
запаздывающих нейтронов, а после выключения ловушек ( т = О) приводит к 
стандартной односкоростной модели переноса6 • Стационарные версии этих 
l G М Zas 1 avs k у. М Е de 1 man, Н. We i tzn "- В L' arrc r as .//Phys. o(Plasm", 2000, v 1, р.3691·3697. 
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1994,т.163,Nol2.c.t-50, 8.С.Иваноев. А.С Балвнкин. И Ж.Бунин, А А.Оксоrоев.Сннерrстнuн 
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двух моде;~ей широко используются в теории ядерных реакторов. При 
степенном характере распределений ~ и т эта модель асимптотически (при 
1 ~ <Х)) ВЫХОДИТ на ОНОМШlЬНЫЙ диффузионный режим. 
В настоящее время для кинетической модели известны лишь 
качественные результаты, оrnосящиеся к асимптотическому поведению 
ширины диффузионного пакета, определяемой средним квадратом 
координаты'. Ни высших моментов, ни, тем более, самих распределений в 
залачах аномальной кинетики с конечной скоростью не найдено. 
Целью диссертационной работы является вычисление высших 
пространственных нестационарных моментов плотностей распределений и 
исследование с их помощью пространственных распределений в 
кинетических моделях многомерной диффузии. 
Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 
• Вычислить нестационарные пространственные моменты высших 
порядков в пространстве произвольной размерности; 
• Разработать алгоритм восстановления по известным моментам 
пространственных распределений в различных временных диапазонах: 
ба.,1листичес.ких - при малых временах, преддиффузионных и диффузионных 
- при больших; 
• Исследовать пространственные распределения в режимах 
нормальной диффузии, супердиффузии и субдиффузии, выявить эффект 
влияния конечной скорости свободного движения частицы между 
столкновениями. 
Научная новизна полученных автором результатов: 
1. Впервые найдены общие выражения Для трансформант Лапласа 
всех моментов в многомерной аномальной кинетике с произвольными 
независимыми законами распределения свободных пробегов частицы р(.;) и 
времен пребывания в ловушках q(r). 
2. Установлено влияние эффекта конечной скорости свободного 
движения на форму диффузионного пакета в зависимости от режима 
диффузии. 
3. Впервые установлено свойство, названное скользящим 
скейлингом: учет времени в коэффициенте диффузии позволяет 
существенно расширить область применимости предельных распределений. 
Практическая значимость 
1. Разработанная в математическом пакете Maple V Release 4 
программа позволяет моделировать нроцессы переноса как в 
однородных, так и в неоднородных средах с различными заданными 
характеристиками. 
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2. Найденные в работе распреде,1ения могут быть использованы ..:.i:is1 
феноменологического описания диффузии в пористых средах, 
распространения космических лучей в Галактике, решения некоторых задач 
физики плазмы и т.п. 
Положении, выносимые на защип 
l. Точные выражения для трансформант Лапласа нестационарных 
пространственных моментов обобщенной теории переноса. 
2. Наличие конечной скорости v свободного движения частицы 
уменьшает число возможных (при v = ао) диффузионных режимов с пяти до 
четырех с изменением их областей на диаграмме в плоскости параметров 
а.~ . 
3. Учет влияния конечной скорости в случае нормальной 
диффузионной асимптотики приводит к уменьшению коэффициента 
диффузии при сохраняющейся форме распределения. 
4. В случае субдиффузии эффект конечной скорости не влияет на 
форму асимптотического распределения частиц: при больших временах не 
имеет значения с какой - конечной или бесконечной • скоростью движутся 
частицы в промежутках между пребыванием в ловушках. Само 
распределение описывается дробно-устойчивым распределением. 
5. В случае супердиффузии (а.> 1) конечная скорость замедляет 
расширение диффузионного пакета частиц, однако форма распределения по­
прежнему описывается устойчивым законом . При а.< 1 ситуация 
противоположная : кинематическое ограничение становится доминирующим 
фактором в формировании асимптотического распределения, имеющего 
совершенно иной вид, чем в случае а. > 1 . 
6. Свойство скользящего скейлинга диффузионных процессов 
существенно расширяет область применимости предельных распределений . 
Апробация работы 
Результаты, полученные в диссертации, докладывались на 22-ом 
Европейском симпозиуме по статистике и 7-ой международной 
конференции по теории вероятностей и математической статистике 
(Вильнюс-98), на Всероссийской конференции «Математическое 
моделирование физических, экономических, социальных систем и 
процессов» (Ульяновск-98), на 7-ой международной конференции по 
фундаментальным наукам «Ломоносов-2000» (Москва-2000), на 
Международном симпозиуме «Chaotic Transport and Complexity» (Марсель-
2000), на 12~ом международном семинаре по теоретической и 
математической физике (Казань-2000), 2-ом Всероссийском симпозиуме по 
прикладной и промышленной математике (Самара-2001 ), а также на 
ежегодных конференциях студентов и аспирантов Ульяновского 
государственного университета (1997-2000 гг.), на семинарах ИТФ и 
кафедры теоретической и математической физики физико-техническо1·0 
факультета УлГУ. 
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Личный вклад автора в получение результатов, изложенных в 
диссертации: исходные теоретические положения разработаны совместно с 
профессором В. В. Учайкиным. Вывод аналитических выражений для 
трансформант Лапласа моментов, проведение конкретных расчетов, 
численное моделирование и анализ его результатов выполнены автором 
самостоятельно. Приводимые для сравнения результаты статистического 
моделирования получены В. В. Саенко. 
Достоверность результатов 
Представленные в диссертации результаты доказаны с 
использованием аналитических методов теории преобразования Лапласа, 
асимптотического анализа и теории вероятностей. Достоверность 
подтверждается также согласием с результатами одномерной теории и 
независимым статистическим моделированием методом Монте-Карло. 
Публикации 
По материалам диссертации опубликовано 1 О печатных работ, в том 
числе 5 статей (из них 2 в центральной печати) и 5 тезисов докладов на 
международных научных конференциях. Список печатных работ приведен в 
конце автореферата. 
t:труктура и объем диссертации 
Работа состоит из введения, четырех глав, двух приложений, 
заключения, 3 7 рисунков и трех таблиц, содержит 108 страниц текста, 
включая оглавление и список литературы из 11 О наименований. 
КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Во Введении обосновывается актуальность работы, формулируются 
цели и задачи диссертации. 
В главе 1 дается общее описание модели. 
Раздел 1.1 посвящен постановке задачи. Частица может находиться в 
одном из двух состояний, отмечаемых индексами О (покой) и 1 (движение). 
Длите,1ьность пребывания t в состоянии О случайна и имеет плотность 
распределения q(t ), t ~О. Время пребывания в состоянии 1 определяется 
скоростью частицы v = const и случайной величиной ее пробега ~ с 
плотностью распределения p(r), r ~о. 
История частицы начинается в момент времени 1 = О, когда частица, 
находясь в начале координат, совершает переход о --+ 1 с вероятностью 
Е:, или 1 --+ о с вероятностью Е:0 • После перехода О --+ 1 частица движется по 
прямой в случайном направлении, распределение которого изотропно. 
Случайный пробег ~ частицы заканчивается переходом 1 --+ о, в результате 
которого частица попадает в ловушку и находится в этой точке случайное 
время t, заканчивающееся переходом О --+ 1. Далее история частицы 
продолжается по тем же законам. Аналогично строится траектория и в 
случае, когда история начинается с перехода 1 --+ О. За;:щча состоит в 
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определении пространственного распреде.1ения вероятности нахождения 
частицы при больших временах 1 . 
В разделе 1.2 с помощью преобразования Фурье-Лапласа по 
пространственным переменны!'.! и по времени найдено точное выражение 
для трансформанты Лапласа плотности распределения частиц с учетом 
конечной скорости свободного движения. Показано, что в некоторых 
частных случаях решение совпадает с результатами, полученными ранее 
другими авторами. 
В разделе 1.3 исследована область баллистического режима, когда 
основную роль играют частицы прямого потока, движущиеся от источника 
равномерно и прямолинейно. Моменты распределения х - координаты такой 
частицы, начинающей движение в момент времени r =О (то есть, с перехода 
О --+ 1 ) вычислены в явном виде: 
01(21) - 'I' 01 ( ) "dx - Г(N / 2)Г(k + 1/2) Р( )( )2• µ - р x,t х - Г vt vt , 
." vtrГ(k + N 12) 
и найдено выражение для плотности 
o'(x,t) Г(N !2)P(vt) [~-(~)']1н-з1:1, lxl::; vt. 
P.v J;wJ"((N-1)/2) vt 
Оrмечена эволюция этого распределения по мере увеличения размерности 
пространства N : от концентрации вероятностей в двух точках оси при N = 1 
к кривой колоколообразного типа при N ~ 4 . При N = 1. распределение имеет 
интегрируемые особенности на границах и минимум в центре (кривая 
плотности выпукла вниз), при N = 3 имеем равномерное на (-vt; v1] 
распределение, при N ~ 4 кривые плотности выпуклы вверх и с ростом N 
приближаются (по форме) к диффузионным. 
Соответствующие результаты получены также и для p~0 (x,t), когда 
история частицы начинается с ее попадания в ловушку (то есть, с перехода 
1--+ о). 
В частности, для степенных распределений Р(х) ос х·0 и q(t) ос 1+1 
найдено выражение p'°(x,t)ocx-0 (r-xlv)"P-• для плотности распределения. 
Показано, что оно имеет острый максимум в точке х '=О, формируемый 
зависящим от характеристики пробега а множителем х"" , и особенности на 
краях баллистического интервала, формируемые множителем (1 - х 1 v)-н, 
зависящим от характеристики памяти /3 . 
Глава 2 посвящена методу моментов. 
В разделе 2.1 получено точное аналитическое решение задачи в 
терминах трансформант моментов произвольных четных (распределение 
симметрично относительно начала координат) порядков: 
µ(2п)(,t):;: (-1)" g2.(Л) + f (2~!~( .. 1. Jh;•(Л)h~·(Л} .. ~':-~}g2/Л), (1) 1-h0 (Л) j=O (21}. l=l ZzZ4 ".z2n-2j 
где 
i = · - полиномиальный коэффициент ( l ) [l 
lizi4·•j1w: (~!i~! .. i21fl 
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и введены обозначения 
g 1Л)= -· - -р (Л / ~')+------- 1- '°' ----я" ' 2 (-l) j (2))' lrl-q().)_ 1 (2j-т-N-l)! r l j· N- i р1 (Л ! v)]} 
2j' j!Г(N / 2- j)22;+s1'-1 ;., 21. н- 1 v (Л l v)lj•N L ~ l!()./v)-1 , 
h . q(.ii)w<21>co,A./v) 
21 (А.)= (2j)! 
В разделах 2.2. и 2.3 рассматривается метод стохастических 
соотношений. Показано, что в общем случае к результату (1) можно также 
прийти, рассматривая стохастическое соотношение ДЛJ1 N -мерного 
случайного вектора R"1(1), характеризующего смещение блуждающей 
частицы за время 1 (индекс i указывает на начальное состояние частицы: 
i =о, если она начинает свою историю с попадания в ловушку, и i = 1, если с 
выхода из нее). В нормальном случае методом преобразования Лапласа 
получаем следующее рекуррентное соотношение: 
' (2 )' 2" •-I (2(11 - k))I v2<•-•> В , _",} (Л) = п . v + '°' · . ,1 -11t \ (Л) 11 > l . µ ( ')2•-• µv ~ J.( ') ' !<-•) µ • J.ll' +л ••О • µv+л 
Сами моменты находятся обратным преобразованием 
µ \2•' (r) = _1 __ Je -1.Jµil•}p.)dA. 
27tl с 
Асимптотическое представление моментов при больших временах получено 
ня n~FnRe тауfiеровой теоремы . 
В разделе 2.4 рассматриваются некоторые частные случаи формулы 
(1 ). Показано, что подстановка соответствующего вида различных 
параметров приводит к уже известным результатам других авторов. 
Раздел 2.5 посвящен описанию алгоритма восстановления плотности 
распределения методом полиномиальных раз.1ожсний, при котором 
плотность распределения представляется в виде разложения по наиболее 
11одходящей системе ортогональных с весовой функцией W(x) полиномов 
Р,(х) : 
~ 
p(x,t) = W(x)L C,(t)P,(x), 
а коэффициенты этого разложения 
момента.'vlи : 
j ... Q 
определяются уже известными 
p(x,t)=W(x)f,P,(x)H,-'°!,K,(vt)-•·• µ<• >(r), xe[-vt; vt] , 
/.JO Q •-о 
1> 
где Н, = Jw<x)P,'(x)dx и Р,(х) = i:к,х 1 • 
i•O 
Тестирование метода проведено на решении те,1еграфного уравнения, 
которое в одномерном случае представляет собой точное решение задачи 
нормальной диффузии8 • Исходя из ожидаемой гауссовой формы 
распределения, восстановление проводится по моментам этого решения с 
помощью ортогональных при - а; s х ~ а; полиномов Эрмита Н" (х) : 
8 Уч а А k 11 н В В . Яр о н н к о в е. И В , (' е. с н к r. В ~ •i Ученые залнскн Y.1f)'. Сер. фю11'1е:с~.;ва . 1999, ныn . ll6). с . З l -
40 
8 
] r -х' ~ " 
\V"c,"(x,t) = -1,,-схр1-<2-) -J' L,F,(l)Il,(x), µ·-i (t) [ 2µ (1) i•O (2) 
при этом коэффициенты имеют вид 
( (2)( ))' lЩ ( 1)' f',(1)=-µ __ l_2.. - µ<1-2•)(1). 
&п! 1.0 k!(i-2k)! (3) 
Тестирование показывает, что при временах, превышающих r = J оо, 
относительная погрешность метода составляет менее l %, причем 
максимальная абсолютная погрешность в любой момент времени 
достигается точке х = о. 
В главе 3 анализируется нормальная кинетика. 
В разде.'!е 3.1 обсуждаются физические и математические основы 
обыкновенной теории переноса, в основе которой лежит кинетическое 
уравнение Больцмана. 
Раздел 3.2. посвящен нормальной физической кинетике в однородной 
стационарной среде, характеризуемой показательными распределениями 
q(I) = (1/'f) ехр(-1 /'f), t >О, 
p(r) = (1 /~) exp(-r /~), r> О. 
Поскольку при 1 -~ :с основной вклад в результат дают окрестности нуття 
фурье-лапласовских переменных k и Л., достаточно, чтобы среднее время 
пребыnапия n ловушке t и средний квадрат пробега ~ 2 6~1тти l<'nнечньтми. 
При этих условиях 
р(Л.) - 1- ~л. + ~Л.2 / 2, 
q(Л.)-1-'f"л., л. ~о, 
и трансформанты моментов (1) принимают вид 
где 
µ(2•) (Л.) _ 2п!Г(п + 3 / 2)( 4_D)" л.•-', 
..Гл(2п + 1) 
v:i:2 D= .., 
N(~ + v'f) 
(4) 
коэффициент диффузии одной из N координат рассматриваемой частицы. 
Найденная в рамках рассматриваемой модели формула (4) для 
диффузионного коэффициента охватывает как случай обычного переноса в 
среде без ловушек ('f =О) 
D = v~2 
ш,' 




Физический смысл последней формулы заключается в следующем: 
коэффициент диффузии равен среднему квадрату смещения r - координаты 
N - мерного вектора ~ / N в одном перескоке, умноженному на среднее 
число перескоков в единицу времени, равное l/'f. При движении частицы со 
скоростью v среднее число перескоков в единицу времени уменьшается: 
9 
оно становится равным 1/1,., 1ле 1, теперь среднее время !'.fежду выхода!'dи 
частицы из ловушки: 
1,. =1+~/v. (5) 
Соответствующий этому случаю коэффициент диффузии получается 
делением ~ 2 / N на величину (5), что и объясняет структуру выражения (4). 
Таким образом, учет влияния конечной скорости приводит лишь к 
изменению (уменьшению) коэффициента диффузии, но сохраняет форму 
распределения. 
В разделе 3.3 в отсутствие ловушек (то есть при q(r) = 8(r)) 
распределение пробегов полагается экспоненциальным, 
р(~) = ае-·~, р(Л.) = cr/(cr +А.), что приводит к моментам нестационарной 
задачи обычной теории переноса в трехмерном пространстве. В частности, 
для второго, четвертого и шестого моментов: 
-·2· • 2v2 
µ· . (л) = Л.2(аv + Л.)' 
-(4)(Л.) = 8v4 (9Л.+ Scrv) 
µ Зл.3(сrv+Л.)' ' (6) 
-(6)Щ = !~~"(135Л.2 +126Л.crv+35cr2v2 ). 
µ Зi,'(crv+Л.) 1 
Обратное преобразование выражений (6) выполняется методом вычетов: 
" 211-1 
µ 12" 1(t) = cr" 2"{ ~:> .. t(crvt)' +е""" IЬ .. t(crvl)' }. (7) 
.t•O A:·G 
Показано, что найденные точные моменты (7) при / -+ со асимпто­
тически эквивалентны моментам 
• ( ) _ 22••1 Г(З/2 + п) (D. )" т2 , t - J; 1 . 
решения диффузионного уравнения 
ap;(r,1)=DV2 '( ) дt Ро r,t ' D =.::_. 3µ 
На рис. 1 представлены отношения моментов µ( 2•i(1)1m;,(t) при 
v = 1, и= 1. Видно, что в области малых времен различие между 
сравниваемыми моментами велико (точные моменты всегда меньше 
диффузионных)). но со временем оно уменьшается и для каждого момента 
µ' 2"\1) можно указать такое t,, начиная с которого он сколь угодно мало 
отличается от своего диффузионного аналога m;,(1). Однако, по мере 
возрастания порядка момента 2п соответствующее 1, возрастает. 
Установлена неравномерная сходимость точных моментов к 
диффузионным, следовательно диффузионное приближение не может 
служить аппроксимацией точного решения во всем пространстве. 
В разделе 3 .4 проведено восстановление распределения в области 
малых времен по полиномам Лежандра: 
. 1
11•)( ) ~С ( •о( ) р, X,l=L.. 1 1µ,X, 
10 
+- --- --- ==.--=:.:----=----=-=о----=с___--=.:...=-.,...,.--~ 
000 ! .((fjj!f?~~=~ 
-;! ! / / / 
li i / /, 
''t'/ 11 ! ' / 0.40 -1! /( 
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Рис. 2. Плотности q)I"1 ( : ) и q{~ " 1 ( •) при t = 5. 
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где п - число иснользуемых моментов, а коэффициенты разложения 
представляют собой линейные комбинации известных моментов µi2·j (1): 
C.(t) = 2;rvt ~J (-1)' (2i - 2k) ! (i-2•) (t) 
' 2•-l 6 k!(i-k)!(i-2k)f ' 
где [ if 2 ]- целая часть частного i ! 2 . 
Как показано в разделе 3.3 в области больuшх времен выполняется 
соотношение 
µ(2•) (1) - т;, (1), 1 _... :xJ, 
поэтому в данном случае плотность p~·>cx,t) восстанавливается по 
полиномам Эрмита и определяется выражениями (2), (3). 
При фиксированном п и возрастающем времени t погрешность 
первого представления растёт, а второго - убывает, поэтому оценим 
максимальную погрешность результата путём сравнения восстановленных 
распределений при таком t = 1 ·, при котором они наиболее близки друг к 
другу. В качестве критерия близости распределений используем метрику 
Чебышева в пространстве непрерывных функций: 
d(p}J">.pl2" 1)= max 1p~2·>(x,1)-p<~·>(x,1)j . 
.n:[-H,Yfj 
1 1 
Вводя переменную q=xlt E[-l;IJ и обозначая плотность ее распределения 
через rp'(.;,:) = rp'(;:~t), определи~.~ расстояние фор~.rулой: 
d(qj~•) ,rpi2"» = max liP~·>c,;,1)-qjl2 " 1 (,;,1)j. 
~~[-1;1/ 
Численные расчеты показали, что при использовании пяти первых 
четных моментов расстояние между распрсделения~ш q)Г 0 > и rp~01 принимает 
наименьшее значение в окрестности точки t' = 5 . С уменьшением числа 
используемых полиномов 1' смещается в область меньших значений, а 
соответствующее расстояние быстро возрастает. При использовании пяти 
первых четных моментов это расстояние имеет порядок 10-3 , что 
обеспечивает хорошее согласие самих распределений, восстановленных по 
разным системам полиномов (рис. 2). 
В разделе 3.5 вводится понятие скользящего скейлинга 
p(x,I) = B(:)I' f ( В(;)1 7 )' 
включающее в себя как частный случай простой тип скейлинга 
p(x,t) =]._ 1(~J, 
1' 17 
коирому удовлетворяют решения диффузионных (нормального и 
аномального) уравнений. Здесь B(t)- неотрицательная нестепенная функция. 
Анализ распределений, полученных в настоящей работе с 
использованием метода моментов и подтвержденных независимыми 
расчетами методом Монте-Карло, позволяет утверждать, что они обладают 
свойством скользящего скейлинга: в асимптотическом режиме 1 -+ оо 
раснределения p(x,t) выходят на простой (диффузионный) скейлинг, но в 
предасимптотической области они проявляют скользящий скейлинr с той же 
12 
самой пре;~ельной функцией . Введение скользяще1 ·0 скейлинга существенно 
расширяет аппроксимируемую область распределений . Так, в случае 
нормальной кинетики скользящий скейлинг наступает в два раза раньше, 
чем простой. 
В разделе 3.6 проведен предасимптотический анализ моментов в 
случае диффузии с экспоненциальным распределением пробегов частицы 
( р(/;) = cre-•\ р(Л.) = cr /(cr + Л.)) в среде без ловушек ( q(r)"' о(т), ij(Л) = 1 ). 
Найдены прсдасимптотические члены в разложениях моментов, определен 
критический момент времени т· выхода на свою асимптотику момента 
наибольшего порядка. Показано, что если рассматривать поведение 
плотности распределения в более ранние, чем r, моменты времени, то 
использование только главных асимптотических членов приведет к 
погрешности, во избежание этого необходимо добавлять в рассмотрение и 
соответствующие предасимптотические слагаемые. Устано~щено, чем 
больше скорость движения частицы, тем раньше наступает решающий 
момент т·, что подтверждается рисунком 3. Аналогичная ситуация 
наблюдается и с ростом размерности пространства N (рис. 4 ). 
В главе 4 рассмотрена аномальная кинетика 
Раздел 4.1 посвящен анализу кинетической модели процесса 
суперлиффузии. когда времена пребывания в ловушках имеют плотность 
вероятности показательного вида q(t) = (1 / !) ехр(-1 /!), 1 >О, с изображением 
Лапласа 
-(Л) 1 q =-1 -, • 
+Tr. 
(8) 
а распределение пробегов частиц p(r) характеризуется асимптотикой 
степенного вида (блуждание Леви)9 p(r) - [а.А ! Г(2 - a)]r-a-i , r ~ оо, 
с бесконечным средним пробегом (О < а < 1 ). Для р, (Л.) справедливо: 
р, Щ-[(-1)" Аа(а -!) ... (а - п + 1)/Г(I - а))Л.0 · • , 
- lг,",(211+!)1 (* ) l S,(Л.)=А L--1 - ·1 П<a-m+l) +(211+1)! 1. L A• l k. ~ 11'1 "- 1 ..J 
С учетом этих выражений, а также формулы (8) главные члены 
изображений супердиффузионных пространственных моментов при Л--+ О 
находятся из (1) в виде 
µ(2п)(}")-М(2п)(а., р; А, В, С; v)(Л.)_/2п1 -1 (9) 
Обращение преобразования Лапласа для моментов согласно тауберовым 
теоремам приводит к выражениям 
:,,, м(2") (а. , р; А, В, C;v) ( )у(2 " ; 
!!' ·(1)- . vt , t-4a:J , Г(у(2пJ + 1) (10) 
при :этом y(2n) = 2п, соответствующие ко:эффиuиенты М ( 2"(а., р ; А, В. C;v), 
найденные для данного режима, приведены в Приложении 1. 
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Рис . 3. Схuдимость шестого мс:-.н~нта к r:rавным ясимптотикам для различных 
скоростей движения частицы ( N = l,a = 1) 
.1 е2 
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Рис.4. Сходимость шестого мо\1ента к главным асимптотикам в простраствах 
различной размерности ( v = 1,а = 1) 
!4 
Предасимптотический анализ :.юмента шестого порядка (наибо,1ьшего из 
используемых) пока.1ывает, что его поведение при движении частицы с 
единичной скоростью в одномерном пространстве достаточно точно 
описывается главной асимптотикой ( 1 О) уже при 1 ~ т· "' 500. С увеличением 
скорости и размерности пространства этот момент наступает раньше . 
Из выражения (1 О) видно, что при а < 1 распределение расплывается 
как в баллистическом режиме, и кинематическое ограничение становится 
преобладающим фактором в формировании асимптотического 
распределения. Зажатое условием 1~ ~ vt, оно имеет совершенно иной вид, 
чем в случае а > 1. Качественные соображения показывают, что вид этот 
подобен баллистическим распределениям, рассмотренным в п. 1.3. ИсходЯ 
из ожидаемой формы распределения, выберем полиномы Чебышева 1-ro 
рода Т.(х) с весовой фунхцией 
1 
w(x) = .J , 
1-х· 
для восстановления плотности пространственного распределения частиц. 
Плотность распределения представляется в виде 
с коэффициентами: 
1 ) р(х, 1)- г==-'{ LK/t)Т,(x), 1 > Т' 
v'l- х· 1- 0 
~. ,· ( 1)1( " k)'2'- " к (1);. :rvl - 1- . (i-2' } (1) 
' 2 '"° k !(i- 2k)! µ 
Численный расчет подтверждается результатами моделирования 
методом Монте-Карло (рис. 5). Исследовано поведение плотности 
распределения при изменяющихся параметрах: скорости частиц, времени, 
размерности и фрактальности пространства. 
Процесс диффузии в той же среде с ловушками показательного типа, 
но с конечным средним значением пробега (при с:х е (!, 2]) рассмотрен .!! 
разделе 4.2. Подстановка соответствующих этому случаю асимптотик 
q(Л) =-1 __ 
1 + rЛ 
Ро(Л)-1-Q..+о..• , с-_!]_ 1<а$2, }. ~о 
- (а-1)' 
в ( 1) позволяет получить главные члены изображений супердиффузионных 
пространственных моментов при Л.--. о в виде, совпадающем с (9), но с 
другими коэффициентами м<=·>(а,f3,А,В, С, v) . Обращение преобразования 
Лапласа для моментов, согласно тауберовой теореме, приводит к 
выражениям вида ( 1 О), где у (2 п) = 2п + 1 - а. 
Из выражения для второго момента (п = 1) видно, что в случае с:х > 1 
при больших временах диффузионный пакет расширяется пропорционально 
) ·• 
1 2 , то есть медненнсе баллистического пакета. Вследствие этого, 
кинематическое ограничение !xl .,: v1 не оказывает влияния на форму 
распределения диффундирующих частиц при 1 ~ оо. Установлено, что учет 
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Рис. 5. Восстановленная асимптотическая плотность распределения 
<р'(~. r)=vtp'(vt~. t) (сплошная кривая) в сравнении с результатами, 
полученными методом Монте-Карло (точки) при N=I, v=lO, t=SOO 
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конечной скоростью v, сводится к замене коэффициента диффузии в 
уравнении супердиффузии с дробным лапласианом, решения которого 
принадлежат классу строго устойчивых распределений 10 , а именно, -
составляют подмножество симметричных распределений этого класса. 
Приведенные рассуждения позволяют использовать систему ортогональных 
полиномов Эрмита с весовой функцией, пропорциональной гауссовой 
ПЛОТНОСТИ (формулы (2), (3)). 
Показано, что эволюция супердиффузионного пакета с течением 
времени приводит к расплыванию плотности распределения. Тенденция к 
увеличению концентрации частиц в области начала координат с ростом 
параметра а сохраняется в этом диапазоне значений, как и при а < 1 • При 
а ~ 2 коэффициент эксцесса 
:". µ', 
lJ= (/2))2 -З 
стремится к нулю, т.е. распределение приближается к гауссовому и 
достигает его при а = 2. 
В разделе 4.3 рассматривается случай, когда распределение времен 
пребывания в ловушках имеет асимтпотику степенного типа с показателем 
/3<1: 
соответств1 .... с0щую ано~"нL1ьно болr,шиr"t пре~1еп~.: пребывания: частицы в 
ловушках ( 't = оо ). При этом распределение пробегов частиц считается 
показательным: p(r) = (1 !~)е-"~, r >О. Как и во всех субдиффузионных 
случаях, в указанном частном режиме ширина диффузионного пакета растет 
со временем медленнее, чем при обычной диффузии (субдиффузия). 
Подставляя изображения Лапласа плотностей p(r) и q(t) 
q(Л.)-1- ВЛ!', р < 1, Л. ~О , 
-(·) 1 р ). =-- - ' л.~ + 1 
в формулы для трансформант моментов (1), аналогично предыдущему 
находим асимптотические ( t ~ оо) моменты, при этом получаем yi2•) = pn. 
Эффект конечной скорости в случае субдиффузии не проявляется столь 
значительно, как в случае супердиффузии. Более того, асимптотики 
пространственных моментов вообще от скорости не зависят. То есть, в 
режиме субдиффузии при больших временах не имеет значения с какой -
конечной или бесконечной - скоростью распространяются частицы. 
Исследована эволюция распределения во времени. Выяснено, что 
распределение приближается к нормальному с ростом парам:етра Р и 
достигает его при р = 1 . С увеличением размерности пространства N 
моменты стремятся к некоторым своим предельным значениям, 
определяющим соответствующее предельное положение кривой плотности 
распределения (рис 6). 
\О Зол u r ар с в В М О.'tн1н11срныс устоАчнвь1е расnрС'дС.'1сння Мир Москва. 1983 \ 1 М Z о 1 о t а r с,. ir: Ccnf.J'ihutюn) to 
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Рис 6. Эволюция субдиффузионной плотности распределения р(х, 1) с увеличением 
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Рис. 7. Асимптотика больших времен аномальных кинетических моментов 
(сrшошная линия) и моменты ADD
0
_, (значки) ври р = 1/2. 
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В работе В. В. Учайкина11 асимптотическое решение N-мерной задачи 
аномальной диффузии найдено в терминах устойчивых распределений, 
обозначаемое аббревиатурой ADD (Aлomalous Diffusion Distribution ). Ta:o.t 
же подробно исследованы их свойства и приведено выражение для 
моментов произвольного четного порядка: 
(1x(1)i2") = Г(п + N !2)Г(п + 1) (4D1/J} а= 2 О< /З < 1 
\
1 
' Г(N / 2)Г(п/J + \) ' ' 
соответствующих режиму аномальной кинетики с ловушками степенного 
типа. Совпадение указанных моментов с полученными автором 
диссертационной работы (рис. 7) свидетельствует и о совпадении самой 
плотности распределения с соответствующим распределением ADD . 
В разделе 4.4 излагается применение развитой теории к режиму 
диффузии с пробега.\fи f, и временами пребывания в ловушках , 
распределенными по степенным законам. 
В работах Монтролла и Вейсса 12 , а также К.В.Чукбара 13 показано, что 
при бесконечной скорости свободного движения частицы между 
столкновениями ширина диффузионного пакета при 1 ~с.о растет по закону 
t', у= Pla. При р!а < 1/2 имеет место субдиффузия (СД), при 1/2<р!а<1 -
супердиффузия (СПД), при f3/a > 1 - режим, который можно на·шать 
супербаллистическим (СБР): пакет расплывается в пространстве быстрее, 
чем в случае свободного движения частиц. Наглядное представление о 
расположении указанных областей дает рис. 8. На границе зон 
супердиффузии и субдиффузии, описываемой отрезком прямой а = 2Р, 
значение коэффициента у соответствует нормальному диффузионному 
процессу, однако лишь точка В представляет нормальную диффузию (НД), 
все остальные точки отрезка ОВ представляют квазинормальную 
диффузию, когда закон расплывания пакета 1112 , а форма пакета отличается 
от нормальной. По этим же соображениям используется термин 
квазибаллистический (КБР) для режима, изображаемого отрезком ОС. 
Обращение преобразования Лапласа для моментов в случае конечной 
скорости свободного движения приводит к выражениям вида (1 О) с 
показателем у'""', зависящим от соотношения между а и fJ : 
1,.) { 2п, а ~ р, У' = 2п - а + р, а > р. 
Тип диффузии определяется младшим показателем у= у") 12. Видно, что при 
р < а < р + 1 и любых р процесс представляет собой супердиффузию, при 
а = р + J - квазинормальный режим, при а > р + 1 - субдиффузию. Обпасть 
супербаллистического режима исчезла, предельным режимом максимальной 
скорости расширения диффузионного пакета стал квазибаллистический 
режим (треугольник OCD, рис. 9). 
11 \' V Li с h а i k. 1 n il lnt Jo~m oГ!n-eoretical Pt:i~s1c.s 2000, \' 39, N8, р. 2099-2117. 
1 ~ Е. W М о n t r о 1 ! . R J W е 1 s s 11 in f1uc1uat1on Phenomeлa, cd Ьу Е Vv'. :V1.:шtroJJ, J L.Lebov.1~. Ar.tsterdam 1979 р 61 
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Рис. 8. Строение области аномальной диффузии в модели 
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Рис. 9. Строение области анома.1ьной диффузии в модели 
с конечной скоростью свобо}\Ного движения частицы 
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Квазинорма.1ьная диффузю1 (у = 112) изображается теперь отрезком 
пряvюй а= f3 .,..1 вместо а= 2/J, как это имело место в случае с бесконечной 
скоростью. Из сопоставления рисунков 8 и 9 видно также, что 
квазинормальная диффузия с бесконечной скоростью возникает при тех 
значениях показателей а и Р, которые при конечной скорости приводят к 
супердиффузии. При О< Р < 0.5 форма распределения частиц с конечной 
скоростью движения частицы принципиально отличается от формы 
распределения бесконечной скоростью частиц. При 0.5<р<1 ситуация иная, 
распределения в том и другом случае имеют одинаковую форму. Рисунки 
показывают также, что параметры а и fJ, описывающие квазинормальную 
диффузию при v = const , приводят к субдиффузии в случае v = оо • Часть 
субдиффузионной области, расположенная при v = оо в треугольнике ОО'В 
превращается в супердиффузионную при v < оо. 
В Приложении 1 приведены найденные выражения для 
коэффициентов в асимптотическом разложении моментов пространственно­
временного распределения. 
В Приложении 2 содержатся необходимые сведения о свойствах 
устойчивых распределений. 
выводы 
1. В ошичие от второго момента, моменты высших nоря:д~шн 
оказываются зависящими от размерности пространства. При каждом 1 
существуют, однако, конечные предельные значения моментов проекции 
радиус-вектора на координатную ось. 
2. Наличие конечной скорости v свободного движения частицы 
уменьшает число возможных (при v = оо) диффузионных режимов с пяти до 
четырех с изменением их областей на диаграмме в плоскости параметров 
(lp. 
3. Учет влняння конечной скорости в случае нормальной 
диффузионной асимптотики приводит к уменьшению коэффициента 
диффузии при сохраняющейся форме распределения. 
4. В случае субдиффузии эффект конечной скорости не влияет на 
форму асимптотического распределения частиц: при бо:Iьших временах не 
имеет значения с какой - конечной или бесконечной - скоростью движуrся 
частицы в промежутках между пребыванием в ловушках. Са.\.Ю 
распреде,1ение описывается дробно-устойчивым распределением. 
5. В случае супердиффузии (а> 1) конечная скорость замедляет 
расширение диффузионного пакета частиц, однако форма распределения по­
прежнему описывается устойчивым законом. При Cl < 1 ситуация 
противопо,1ожная: кинематическое ограничение становится доминирующим 
фактором в формировании асимптотического распределения и найденное в 
настоящей работе распределение имеет совершенно иной вид, чем в случае 
(l > 1. 
6. Установ.1ено свойство скользящего скейлинга диффузионных 
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